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Abstract. In questo articolo vogliamo dimostrare come sia errato generalizzare la regola
per discriminare se un sistema lineare di due equazioni di due incognite sia determinato,
indeterminato o impossibile ai sistemi lineari di tre equazioni e tre incognite.

Consideriamo il seguente sistema lineare di due equazioni e due incognite:

@111 + a1222 = by
a21%1 + a22%2 = by

le matrici relative a tale sistema sono:

A {au a12} A = |:b1 a12] Ay = [an 51}

a1 a9 by ag as by

e i relativi determinanti:
|A\ = a1 - G22 — a12 - G21
|Az1| = b1 -azx —by-a
|Az2| =a11 b2 — a1z - by

Possiamo dimostrare i seguenti risultati:
se |A] # 0 allora il sistema ¢ determinato;
se |[A] = 0A |Az1] = 0 A |Az2| = 0 allora il sistema ¢ indeterminato;
se |A| =0 A |Az1] # 0V |Aga| # 0 allora il sistema é impossibile.

Dimostrazione :

Prendiamo un sistema, generico di due equazioni:

a1121 + apx2 = by
G21%1 + a22%2 = by

con aiy # 0, a1z # 0, az1 # 0 e agx # 0.
Possiamo applicare il secondo principio di equivalenza delle equazioni:



a11%1 - @21 + 1273 - a1 = by - az
a1 - (—a11) + a2z - (—a11) = by - (—a11)

e quindi:
1102121 + A12a21T2 = A21b1

—a11G217T1—0a11022T2 = —a11b2
applichiamo il metodo dell’eliminazione per ottenere la seguente equazione:
01221 T2—011G22T2 = a21b1—a11bs
raccogliamo la x5 al primo membro:
(012021—(1116122)332 = az1b1—ai1bo.
In modo analogo, riapplichiamo il secondo principio di equivalenza:

1121 * (—CL22) + a12x2 - (—a22) =b- (—azz)

2171 - @12 + A22%2 - 12 = by - 412

—Q11022T1 — A12022T2 = —a22b;
@12021%1 + 12022T2 = a12b2
(@12a21 — a11a22)T1 = a12b2 — agebs.

Dunque otteniamo il sistema:

(@12a21—a11a22)T2 = a21b1—a11bs
(@12a21 — a11a22)1 = a12bs — azsby

Al # 0 allora il sistema ¢ determinato e le soluzioni sono

Ora se ajoa21—aq1a22 € diverso da zero, cioé

a22b1 — a12b2
1'1 = -——
11022 — A12021

a11b2 — az1b;
Ty = —————————.
a11022 — A12021

Se invece |A| = 0 allora il sistema diventa

O0xg = az1by—aq1b2

0x1 = a12b2 — ag2by

quindi S€ a921 b1 —a11b2 =0e algbg—aggbl = (0 allora il sistema ¢ indeterminato, mentre se asq b1—a11b2 75
0 0 ajobs — ageby # 0 il sistema risulta impossibile. m

Alcuni libri di testo generalizzano la regola sopra, sbagliando, anche per sistemi di 3 incognite e 3

equazioni. Cio¢ dato il sistema
a1171 + a12T2 + 41373 = by

211 + a22T2 + G23T3 = by

a31x1 + asaTo + aszzrs = b



ailp a2 ais
con A = ag) QA22 QA23
a3l asz ass

b1 a2 a3 a1 b1 a3 a1 a2 by
Azl = by age ag3| Az2= |as bz ag3| Az3= |ax a2z b
b3 azzx as3 a3 bz ass az1  azzy b3

La seguente regola:
se |A| # 0 allora il sistema é determinato;
se |A| =0 A |Az1] = 0A |Aga| = 0 A |Ayz| = 0 allora il sistema ¢ indeterminato;
se |A| =0A |Az1] # 0V |Aga| # 0V |Ays| # 0 allora il sistema & impossibile

non ¢ corretta.

Il primo dei tre casi é giusto, mentre gli altri due risultano sbagliati come dimostriamo nel seguente
esempio.

Esempio. Il seguente sistema:

1 +r94+2x3=1
1+ 2z2+x3 =1
I’1+I’2+I3:2

risulta essere un controesempio della regola messa in discussione.
Infatti [A] = 0A |Az1] = 0A|Aze| = 0 A JAzs| = 0 ma il sistema non é indeterminato ma impossibile
vista 'impossibilita di trovare tre numeri la cui somma sia contemporaneamente 1 e 2.m

Per determinare se il sistema risulta impossibile o indeterminato si deve neccessariamente utilizzare
il teorema di Rouché-Capelli e non la regola precedente.

La dimostrazione presentata all’inizio dell’articolo per i sistemi 2 x 2 non si pud generalizzare anche
per i 3 x 3. Vediamolo:
Consideriamo un sistema generico a tre equazioni:

1171 + a12%2 + a1373 = by
211 + A22%2 + ag3T3 = by
a3171 + azx2 + az3rs = by

Ponendo a1 # 0 e a1 # 0, possiamo scrivere:

a1121 - (—az21) + a1ox2 - (—ag1) + a1323 - (—az1) = by - (—ag)
2121 - Q11 + G22%2 - @11 + G23%3 - @11 = b2 - a11

//

e quindi:
—Q11021T1 — G12021T2 — 130213 = —a21by
01102121 + 11022T2 + A11023T3 = a11b2

//



e sommando le due equazioni otteniamo:
(anazz - a12a21):1:2 + (a11a23 - 013(121)I3 = a11bs — ag1by

Analogamente, ponendo as; # 0 e az; # 0, scriviamo:

//
a211 * (*agl) + a2 - (*agl) + ag3Ts - (*(131) = by - (*asl)

a31%1 - Q21 + a32%2 - 21 + 3373 - A21 = b3 - a1

e dunque:
((121&32 - (1221131)@ + (a21a33 - a23a31)x3 = a21b3 — az1bs

Con queste due equazioni costruiamo il sistema:

(a11a22 - a12a21)$2 + (Clnaz?, - 013021)353 =a11by —an by

(CL21CL32 - a22a31)$2 + (021033 - 023031)IE3 = az1b3 — az1by

Per continuare dobbiamo porre aj1a90 — a12a21 # 0 € asjaze — assasy # 0 e quindi moliplicare:

(a11€122 - a12a21)$2 : (6122(131 - 61216132) + (a11a23 - a13a21)x3 : (6122(131 - 61216132) =
(a11b2 — a21b1) - (a22a31 — az1a32)

(ag1as2 — a22a31)2 - (a11a22 — a12a21) + (az1a33 — ag3asz1)rs - (ar1a22 — azaz) =
(

a1b3 — &3152) . (al1a22 - a12a21)

(a11a22 - a12a21)(a22031 - 6121032)562 + (a23a11 - a13a21)(a22031 - a21a32)x3
= (a11b2 — a21b1)(axas — azass)

(ag1a32 — agza31)(a11a22 — a12a21)T2 + (21033 — agzasy)(ar1aze — a12021)T3
) )

= (02153 —azibz)(a11a22 — a12a21

[(a23a11 — a13a21)(ageas; — az1asz) + (az1ass — azzasi)(a11022 — a12a21)]w3
= (anbz - a21bl)(a22a31 - a21a32) + (a21b3 - G3lb2)(a1la22 - a12a21)
infine:

(anbz - 02151)(@2&31 - G21a32) + (a21b3 - a3152)(a11a22 - 012021)
(a23a11 — a13a21)(az2a31 — az1a32) + (az1a3z — azzaszi)(aiaze — azaz;)

Tr3 =
In modo analogo possono essere calcolati anche x; e x5

Ricordiamo perd che abbiamo dovuto porre a1; # 0, a1 # 0, as1 # 0, aj1a22 — a12a21 # 0 e
az1azz — aza3; # 0

Le prime tre condizioni riguardano i coefficienti della matrice di partenza A, mentre le altre due non
sono inerenti alla stessa ma a delle sue sottomatrici e quindi legate al rango di A. Questo ci porta alla
neccessita di utilizzare il teorema di Rouché-Capelli.



