L’ELEGANZA NEI PUNTI NOTEVOLI
DI UN TRIANGOLO

Prof. Fabio Breda

Abstract. Lo scopo di questo articolo é dimostrare le elegantissime formule cartesiane
dei quattro punti notevoli del triangolo.

Il baricentro, l'incentro, il circocentro e l'ortocentro sono punti del triangolo che tutti gli studenti
conoscono molto bene. Ci sono delle formule per determinarne le loro coordinate cartesiane molto eleganti
che sono meno note e che in questo articolo dimostrero.

Dato il triangolo ABC' in figura

con A(za;ya), B(zp;ys) e C(zo;yc), a = BC,b=AC e c= AB1itrelatie a, 8 e v i tre angoli in
A, BeC,

G<1'A+$B+$C.yA+yB+yC

BARICENT
3 ; 3 ) RIC RO

7 ara +brp +crc aya +bys + cyc
a+b+c ’ a+b+c

) INCENTRO

K (A sin'2oz + mB.sin 2p3 Jr.:rc sin 27; YA sin.2a + yB.sin 203 Jr.yc sin 2 CIRCOCENTRO
sin 2« 4 sin 25 + sin 2y sin 2a 4 sin 25 + sin 2y
0 rTatana+ xp tanﬁ—l—xctanﬂy; yatana + yp tan 8 + yo tan-y ORTOCENTRO
tan a + tan 8 + tan -y tan a 4 tan 8 + tan-y

Si nota subito una straordinaria similitudine di forma delle quattro formule. La formula e la dimo-
strazione del baricentro sono note a tutti in quanto riportata in tutti i libri di testo, procediamo invece
a dimostrare le altre tre.



1 L’INCENTRO

Dato il triangolo ABC' in figura

con A(za;y4), Alzp;ys) e A(zc;yc) vertici del triangolo, D(xp;yp) piede della bisettrice sul lato
AC, I(xr;yr) incentro del triangolo, H(zm;ym) piede della perpendicolare condotta da B al lato AC e
K (xk;yrk) piede della perpendicolare condotta da I al lato AC. Chiamiamo AB =¢, AC =be BC =a
i lati del triangolo.

A AB c AD Ip—TA
Per il teorema delle bisettrici possiamo dire che — = —— = —. Ma vale anche — = ———
P DC BC a DC To —Tp
per il teorema di Talete, quindi, confrontando i due risultati, otteniamo
Tp—T c ax cx
fp-ra_c  , _O%Tatcc
o —ITp a a+c

in modo analogo possiamo ricavare l'ordinata di D e quindi concludere che

ara + cxe
Tp = T
a
_ aya + cyc
yp a—+c

Si osserva, poi, che BH risulta essere 'altezza del triangolo ABC e quindi, chiamata A 'area di

2A
ABC, si ha che BH = 5 Si osserva anche che K ¢ il raggio della circonferenza inscritta al triangolo

2A

e quindi, chiamato p il perimetro di ABC si ha IK = —. I triangoli BHD e I KD sono simili e quindi
p

BD _BH _24 24 _p

Valeﬁ—m— b =3 Ora
E:BDfID:@ilzgilzp;b:ach
ID ID ID b b b
Ty —TB

BI
Per il teorema di Talete vale D= quindi, confrontando i due risultati otteniamo

D rp — Xy

— b
rr—2xp _a+c N xl:(a—&—c)xD—i— T B
a+b+c

rp — Xy b



ora sostituendo i valori ci xp trovati sopra otteniamo:

ara + cxo
(a+c)xp +bxp (a+c)( a+c >+be

N arp +bxrg + cxo
Xry = = xrr =
! a+b+ec at+b+ec ! at+b+c

Si procede in modo analogo per trovare anche ’ordinata dell’incentro concludendo cosi che

ars +bxp + cxo
at+b+ec

Tr

aya + by + cyc
at+b+e

yr =

cioé

i

a+b+e

7 ara +brp +crec aya+bys + cyc
a+b+c

2 IL CIRCOCENTRO

Dato il triangolo ABC' in figura

con A, B, C, M, S, K, P come in figura, AB = ¢, AC =be BC = ailati del triangolo ed o, S e v i
tre angoli in A, B e C. Cerchiamo le coordinate del circocentro che risulta essere il punto di intersezione
degli assi dei lati del triangolo e anche il centro della circonferenza circoscritta al triangolo. Cominciamo
osservando che I’angolo C'O B misura 2« poiché é un angolo al centro che insiste sulla corda C'B e quindi
¢ il doppio dell’angolo CAB = « che un suo corrispondente angolo alla circonferenza. Quindi 1’angolo
PK B misura « poiché il triangolo CK B ¢ isoscele.

L’angoloP%K P I}I}{i}l}lra ﬁﬂin quantﬂo il triangolo SK P & simile a}a‘tslfiangolo MSB.

o tan tan . . rp —Is

Quindi PE - KPtana — tana Per il teorema di Talete PB 15 _up
rp—1xs5 tanp

e confrontando i due

risultati abbiamo che

e da questa uguaglianza otteniamo
T —Tp tan o



xp(tana — tan B) + z¢(tan a + tan 3)

rs =

2tana
Ora si osserva che KP = %, questo perché l'area del triangolo C' KB la si pud calcolare sia con
an o
1 1 CK?sin?2
la formula 50](2 sin 2« sia con la formula §aKP. Quindi KP = e Ma CK e il raggio della
a
b
circonferenza circoscritta al triangolo e quindi per una nota formula CK = % con A area del triangolo
1
ABC e si pud calcolare con la formula A = Ebc sin @. Dunque
P — CK?sin2a _ sin2a a’b’c? __a
a a 16 A2 2tan «
In modo analogo posso ricavare KM = ¢
2tany
KP a SK atan-y
Ora, SK = = . Si osserva, quindi, che = mentre per il teorema
’ cos3  2tanacos va. d ’ KM ctanacosf’ P
— — t
di Talete — IS TIK e confrontando i due risultati abbiamo che TS Ttk araly e da
KM T —Tp T — Tpm ctan a cos 8

questa uguaglianza otteniamo

cxgtan acos § + axps tany

x =
K ctanacos 8 + atan~y

raA+Ip

Ricordando il valore di xg ottenuto sopra e che xp; = e sostituendo otteniamo la formula finale:

rp(tana — tan ro(tan a + tan T x
.. 78l B) +zc( + 5),tanacosﬁ+a. A+

B -tany
_ 2tan o

ctanacos S + atan~y

za(atanvy) + zp(ctanacos B+ atany — c¢sin 8) + z¢(csin 8 + ctan « cos )
2ctan « cos 8 + 2a tan vy

Questa formula fornisce I’ascissa del circocentro del triangolo noti i lati e gli angoli, ma risulta essere
evidentemente un po’ complessa. Vediamo, pero, che puod essere decisamente semplificata e che risultera
alla fine molto elegante.

sin o

Cominciamo dividendo numeratore e denominatore per ¢ e sostituendo — = sy Per il teorema dei
c

seni; si ottiene:

sin «

sin av
A +zp (tanozcosﬂ+—sinﬂ>+xc(sinﬁ+tanacosﬂ)
cos 7y cos 7y

T =

sin o

2tanacos 8 + 2
cos 7y

Ora moltiplichiamo numeratore e denominatore per 2 cos a cos~y e otteniamo:

zasin2a + zp (2sinacos 5 cosy + sin 2« — 2sin f cos a cosy) + x¢(2sin  cos accosy + 2 sin a cos 5 cos y)

T =

4 sin v cos  cosy + 2sin 2c

Ora sfruttiamo le formule di Werner e otteniamo:

2cos fcosy = cos(S + ) + cos(f — ) = cos(m — ) + cos(B — v) = —cosa + cos(S — )

2sin B cosy = sin(8 + ) + sin(8 — ) = sin(m — a) + sin(f — v) = sina + sin(5 — v)



e sostituendo, a numeratore otteniamo

T = Tasin2a + xp [—sivacosSa + sin a cos(f — ) + sir2a — sinecosa — cos asin(f — )] +

+ z¢ [sinercosa + cos asin(f — ) — sinercos & + sin accos( — )]
e a denominatore
—2sinacosa + 2sinacos(f — v) + 2sin 2«
Ora, sempre grazie a Werner,

1 1
sinacos(f — ) = sin(B + ) cos(8 — ) = 3 sin 20 + 3 sin 27

1 1
cosasin(f —y) = —cos(B + ) sin(f —v) = 3 sin 2y — 3 sin 23

e quindi sostituendo sia a numeratore che a denominatore si ottiene:

_ xpsin2a+zpsin2f + rosin 2y
sin 2 + sin 23 + sin 2y

T =

e, poiché il procedimento & analogo per le ordinate,

rasin2a+apsin2f + rosin2y yasin2a + ypsin2f + yo sin 2y
sin 2« + sin 25 + sin 2y ' sin 2a 4 sin 25 + sin 2y

3 L’ORTOCENTRO

Dato il triangolo ABC in figura

e con le stesse notazioni sopra. Possiamo osservare che 0B = tan 3 e che A = tan a quindi
HB tana HB zp—=x
— = . Per il teorema di Talete — = —2— ¢ confrontando le due uguaglianze otteniamo
HA tanp HA g —xx
rp—ry  tana _ rptanf + zatana

ryg =

xH—xA_tanB tan 8 + tan «



I triangoli CKO e C'H B sono simili quindi I’angolo COK = f e cosi anche ’angolo AHO = 3. Grazie

cCO CH AHt
a questo possiamo dire che O~ OH 1= Vi tan(:;IZQ— 5 — 1 =tanatan — 1. Per il teorema di
cO o — o . .
Talete — = ——— e confrontando le due uguaglianze otteniamo
OH zo0—2xzgy
— t t -1
fe %o =tanatanf — 1 = mozz0+xH( anatan )
To — TH tan atan 8

e sostituendo il valore di z g sopra trovato

2o+ zg(tanatan f — 1)

tan atan 8

rptan B + x4 tan «
tan 8 + tan o
tan a tan 8

(tanatan 8 — 1)

Tc

zatana(tanatan 8 — 1) + zp tan S(tanatan 8 — 1) + z¢(tan « + tan )
tan o tan S(tan « 4 tan 3)

dividendo numeratore e denominatore per tan awtan 8 — 1 si ottiene

tan o + tan
ratana + xptanf + xc—ﬁ
S tanatan 8 — 1
0= tan o + tan 3
tanatan f————
tanatan g — 1
tan a + tan
per la formula dell’addizione tena +tanf = —tan(a + ) = —tan(m — v) = tan~y quindi:
tanatan 8 — 1

Tatana 4+ xpgtan B + o tany

€T =
© tan o tan g tan -y

per chiudere la dimostrazione basta osservare che

tan artan ftany = — tan atan(a + y) tany = — tan atan(a + ) tany + tan(a + v) — tan(a + )

= —tan(a+ ) (tanatany — 1+ 1) = —tan(a + ) (tanatany — 1) — tan(a + =)

=tana + tany — tan(a + ) = tana + tan 5 + tany
relazione che sembra strana ma é vera e che ci porta a concludere che

Tatana 4+ xptan B + o tany
tan o + tan 5 4 tan+y

To =

e per analogia delle ordinate

0 ratana +rptan 8+ zctany yatana +yptan B + yo tany
tan a 4 tan 5 + tan~y ' tan a 4 tan 5 + tan~y



